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Настоящая программа не может быть использована другими подразделениями университета и другими вузами без разрешения кафедры-разработчика программы.
1 Область применения и нормативные ссылки

Настоящая программа учебной дисциплины устанавливает минимальные требования к знаниям и умениям студента и определяет содержание и виды учебных занятий и отчетности.

Программа предназначена для преподавателей, ведущих данную дисциплину, учебных ассистентов и студентов майнора Математические структуры.

Больше информации о содержании дисциплины, включая домашние задания, записки лекций и задачи для подготовки к экзамену, можно найти на странице курса https://www.hse.ru/edu/courses/185567489
2 Цели освоения дисциплины

Целями освоения дисциплины «Логика» являются:

– Знакомство с аксиоматическим методом и различными взглядами на философские проблемы оснований математики;

– Знакомство с основными понятиями и системообразующими примерами из математической логики;
– Умение математически строго аргументировать свои выводы, как письменно, так и устно;
– Приобретение навыков работы с математической литературой. 
3 Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения дисциплины

В результате освоения дисциплины студент должен:

· Знать основные понятия тех разделов математической логики, которые включены в программу; 

· Уметь решать базовые задачи по каждому разделу;

· Уверенно пользоваться математическим языком, владеть терминологией по каждому разделу;

· Приобрести опыт устного и письменного изложения математических рассуждений.
4 Место дисциплины в структуре образовательной программы

Настоящая дисциплина относится к циклу дисциплин теоретического обучения и блоку дисциплин майнора.

Для освоения учебной дисциплины, студенты должны владеть следующими знаниями и компетенциями:

· Математика в объеме школьной программы;

· Иметь представление о вычислимых функциях в объеме, не превышающем содержание курса «Вычислимость и сложность» майнора «Математические структуры» . 

Основные положения дисциплины могут быть использованы в дальнейшем при изучении следующих дисциплин:

· Графы и топология
· Линейная алгебра

· Математический анализ
· Геометрия.

· Теория чисел.

5 Тематический план учебной дисциплины

	№
	Название раздела
	Всего часов 
	Аудиторные часы
	Самостоя​тельная работа

	
	
	
	Лекции
	Семинары
	Практические занятия
	

	
	1 семестр
	190
	32
	32
	
	126

	
	Предмет математической логики. Вопросы оснований математики. 
	20
	4
	4
	
	12

	
	Логика и исчисление высказываний. Теорема о полноте классического исчисления высказываний. 
	10
	2
	2
	
	8

	
	Неклассические логики: многозначная логика Лукашевича. Интуиционистская логика, модели Крипке, интуиционистское исчисление высказываний, его полнота. 
	15
	2
	3
	
	10

	
	Логика предикатов. Модели, выразимость. 
	25
	3
	2
	
	20

	
	Исчисление предикатов. Полнота, компактность. 
	15
	3
	2
	
	10

	
	Формальная арифметика, аксиомы Пеано, нестандартные модели. 
	30
	5
	5
	
	20

	
	Программа Гильберта в основаниях математики. Теоремы Гёделя о неполноте арифметики, формулировки и обсуждение. 
	15
	2
	3
	
	12

	
	Вычислимость по Тьюрингу, универсальная вычислимая функция, перечислимые и разрешимые множества и предикаты. Тезис Чёрча-Тьюринга.
	10
	2
	2
	
	6

	
	Сигма-определимые множества и предикаты. Эквивалентность сигма-определимости и перечислимости, формулировка и обсуждение. Вывод отсюда первой теоремы Гёделя о неполноте. 
	20
	3
	3
	
	14

	
	Гёделева нумерация слов и последовательностей слов в данном конечном алфавите. Арифметизация протокола вычисления машины Тьюринга. Доказательство теоремы о сигма-определимости. 
	  
	2
	2
	
	6

	
	Итого
	190
	32
	32
	
	126

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


6 Формы контроля знаний студентов

	Тип контроля
	Форма контроля
	1 модуль
	2 модуль
	Параметры **

	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	

	Текущий

(неделя)
	Домашнее задание
	
	8
	8
	8
	8
	
	
	8
	8
	8
	8
	8
	8
	
	Письменное домашнее задание раз в неделю

	Промежу​точный
	Зачет
	
	
	
	
	
	
	V
	
	
	
	
	
	
	
	Письменная контрольная 80 мин.

	Итоговый
	Экзамен


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	V
	Письменный экзамен 180 мин


10 домашних заданий

6.1 Критерии оценки знаний, навыков 


Домашние задания, контрольная и экзамен проверяют степень владения теоретическим материалом, навыки решения конкретных задач, а также корректность и строгость математических рассуждений. 

Оценки по всем формам текущего контроля выставляются по 10-ти балльной шкале. 

6.2 Порядок формирования оценок по дисциплине 

Оценка за текущий, промежуточный и итоговый контроль выставляется по 10-балльной системе.
Учебный ассистент оценивает самостоятельную работу студентов: правильность выполнения домашних работ, задания для которых выдаются на семинарских занятиях. Преподаватель вместе с ассистентами проверяет контрольную работу. Предполагается дать две или три домашних работы и одну контрольную работу в конце первого модуля. 
В диплом выставляет результирующая оценка по учебной дисциплине, которая формируется из оценки за выполнение домашних заданий Одз, оценки за контрольную работу и оценки за экзамен по следующей формуле:

Орезульт =0.2*Одз + 0.4*Оконтрольная + 0.4* Оэкзамен 
Способ округления результирующей оценки по учебной дисциплине: в пользу студента. 

7 Содержание дисциплины

1. Предмет математической логики. Вопросы оснований математики. 

2. Аксиоматическое построение элементарной геометрии, роль аксиомы о параллельных. Парадоксы теории множеств, cемантические парадоксы. Формальный аксиоматический метод Гильберта, программа Гильберта. Роль теорем Гёделя о неполноте. 

3. Логика высказываний. Тавтологии, логическая эквивалентность, выполнимость формулы. Теорема о дизъюнктивной нормальной форме. Проверка формулы на выполнимость.

4. Исчисление высказываний в гильбертовском варианте. Вывод из гипотез. Теорема о дедукции. Пополнение непротиворечивого множества формул логики высказываний до максимального. Теорема о полноте исчисления высказываний. 

5. Алгебраическая семантика логики высказываний. Булевы алгебры. Многозначные логики (на примере [0,1]-значной логики Лукашевича).

6. Интуиционизм как философия математики. Интерпретация интуиционистской логики по Брауэру-Гейтингу-Колмогорову. Интуиционистская логика высказываний, её модели Крипке. 
7. Интуиционистское исчисление высказываний. Теорема Крипке о полноте интуиционистской логики высказываний. Дизъюнктивное свойство. Теорема Гливенко. 

8.  Логика предикатов. Предикаты. Переменные и их области изменения. Кванторы. Языки первого порядка: термы, формулы, подформулы. Примеры языков первого порядка: язык арифметики, язык элементарной геометрии. 

9.  Модели языка первого порядка. Истинность замкнутой формулы в данной модели. Предикаты, выразимые в данной модели.
10. Общезначимые формулы, эквивалентные формулы в логике предикатов. Теорема о предваренной нормальной форме.
11.  Аксиомы и правила вывода исчисления предикатов. Общезначимость теорем исчисления предикатов. Теории первого порядка. 
12.  Теорема Гёделя о полноте исчисления предикатов (без доказательства). Теорема о компактности для логики предикатов. 

13.  Формальная арифметика, её стандартная модель. Нестандартные модели арифметики, их существование. Описание отношения порядка для счётных нестандртных моделей арифметики. 

14. Формализация математики по Гильберту. Обсуждение программы Гильберта. Формулировка теорем Гёделя о неполноте. 

15. Машины Тьюринга, вычислимые функции, нумерация машин Тьюринга и вычислимых функций, универсальная вычислимая функция. Разрешимые и перечислимые множества. Их основные свойства. 

16. Сигма-определимость в стандартной модели арифметики. Эквивалентность понятий перечислимого и сигма-определимого множества. 

17. Неперечислимость множества арифметических истин. Проблема распознавания истинности замкнутых арифметических формул, её алгоритмическая неразрешимость. Доказательство первой теоремы Гёделя о неполноте формальной арифметики.
8 Оценочные средства для текущего контроля и аттестации студента

8.1 Тематика заданий текущего контроля

· Логика высказываний, тавтологии, выполнимые формулы, таблицы истинности

· Выразимость связок в логике высказываний

· Дизъюнктивная нормальная форма

· Выводимость в исчислении высказываний. Построение выводов из гипотез, использование теоремы о дедукции.

· Интуиционистская логика и семантика Крипке. Распознавание интуиционистских тавтологий с помощью моделей Крипке. 

· Построение выводов в интуиционистском исчислении высказываний.

· Логика предикатов. Выразимость и невыразимость предикатов в данной модели.
· Приведение формулы к предваренной нормальной форме. 

· Построение выводов в исчислении предикатов.

· Вычислимые функции, перечислимые и разрешимые множества, их свойства.

Образцы вопросов для домашних заданий и контрольной:

1. Определите, является ли каждая из данных формул тавтологией, выполнимой, тождественно ложной: $p$, $\neg\neg p\lor p$, $((p\to q)\to p) \to p$, $(p\land q) \to (p\lor q)$, $\neg (p\land q) \to (\neg p\land \neg q)$.
2. Равносильны ли формулы: $(p\to q)\to r$ и $p\to (q\to r)$
3. Приведите к дизъюнктивной нормальной форме:

$(q\to r)\to ((p\lor q) \to r)$

4. Можно ли выразить связку $\to$ через $\land$ и $\lor$; связку $\to$ через $\eqv$;
5. Докажите, что число различных подформул формулы логики высказываний не превосходит её длины (количества символов).
6. Является ли формула $(\lnot\lnot P\to P)\to (P\lor \lnot P)$ тавтологией интуиционистской логики высказываний?

7. Придумать формулу, истинную на всех моделях Крипке, для которых отношение $\preceq$ есть линейный порядок, но которая не является интуиционистской тавтологией.
8. Постройте вывод в интуиционистском исчислении высказываний формулы $A\lor B\to B\lor A$. Допустимо использование теоремы о дедукции. 

9. Рассмотрим евклидову плоскость как модель языка элементарной геометрии Тарского, содержащего предикатные символы $B(x,y,z)$  «точка $y$ лежит на отрезке $xz$», $x=y$ «точки $x$ и $y$ совпадают» и   $xy \cong uv$ «отрезки $xy$ и $uv$ имеют равную длину». Запишите следующие высказывания в виде формул этого языка:

1. Треугольник $xyz$ равносторонний.

2. Прямые $xy$ и $uv$ параллельны.

3. Прямые $xy$ и $uv$ перпендикулярны.

4. Угол $\angle xyz$ равен $60^\circ$.
10. Общезначимы ли следующие формулы? Если да, то докажите, если нет, то приведите контрпример: $\exists y \forall x P(x,y) \to \forall x \exists y P(x,y)$;
$ \forall x \exists y P(x,y) \to \exists y \forall x P(x,y)$.

11. Докажите, что в исчислении предикатов $T\vdash \forall{x}A(x)$, если и только если $T\vdash A(a)$.

12. Докажите, что если множество $A$ разрешимо и $f$ – тотальная вычислимая функция, то множество $\{y:\exists x\in A\ f(x)=y\}$ перечислимо, а множество $\{x:\exists y\in A\ f(x)=y\}$ разрешимо.

13. Докажите, что функция $f(n):=\phi_n(n)+1$ является вычислимой, но не имеет тотального вычислимого продолжения: не существует тотальной вычислимой функции $g$, для которой $f(n)=g(n)$ при всех $n$, для которых $f(n)$ определено.

9 Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины

Л.Д. Беклемишев. Записки лекций по курсу «Логика», в электронном виде

С.К. Клини. Введение в метаматематику, гл. 1.

Н.К. Верещагин, А.Х. Шень. Языки и исчисления. 

Н.К. Верещагин, А.Х. Шень. Вычислимые функции. 

К. Сморинский. Теоремы о неполноте. В Справочная книга по математической логике, т. 4, гл. 1.

В.А. Успенский. Теорема Гёделя и четыре дороги, ведущие к ней. Математическое просвещение.

Э. Мендельсон. Введение в математическую логику.
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